
Report go. 131 

ENERGY INEQUALITIES ON A FINITE 

DIFFERENCE SOLUTTON FOR 

SYMMETRIC RYPERBQLLC PARTIAL 

DIFFEREITTIAL EQUATIOXS 

DavZd A .  Lavlne 

MAY, 2969 

317 C " "  - f >  



ENERGY INEQUALITIES Om A FINITE DIFFERE!JCE 

SOLUTION FOR SYMMETRIC PYPEKBOLIC 

PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIOKS 

D a v i d .  A .  3 e v i n e  

D e p a r t m e n t  of A p p l i e d  A n a l y s i s  

S t a t e  Uuiversity of New York at S t o n y  Brook 

Stony Erook, N. P. 



ABSTRACT 

E n e r g y  i n e q u a l i t i e s  a r e  e s t s b l i s h e d  f o r  t h e  s o l u -  

t i o n  o f  a n  i m p l i c i t  f i n i t e - d i f f e r e n c e  e q u a t i o n  a p p r o x i -  

m a t i n g  t h e  a o s t  g e n e r a l  l i n e a r ,  f i r s t  o r d e r  s y s t e m  o f  

s g m m e t r i c  h y p e r b o l i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  



I N T H O D U C T I O N  

1 
T h i s  p a p e r  p - r e s e n t s  some s a l i e n t  p r o p e r t i e s  o f  a p a r t i c u l a r  

?, 

i m p l i c i i  f i n i t e  d i f f e r e n c e  a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  i n i t i a l -  

v a l u e  p r o b l e m  f o r  l i n e a r ,  f i r s t - o r d e r  sy s t ems  o f  symmet r ic  h y p e r b o l i c  

p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w i t h  a n  a r b i t r a r y  number o f '  i n d e p e n d e n t  

a n d  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s .  The main r e s u l t s  o f  t h i s  p a p e r  show t h a t  t h e  

d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  a r e  u n c o n d i t i o n a l l y  s t a b l e  i n  t h e  d i s c r e t e  L2 
1 

.norm.  I!;, n o t e  t h a t  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  a p p r o x i m a t e s  
I 

t h e  e x a c t  s o l u t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i n  t h e  L2 norm w L t h  

a t r u n c a t i o n  e r r o r  wh ich  i s  sec'ond o r d e r  i n  t h e  mesh ' s p a c i n g .  

I n  S e c t i o n  1 t h e  domain i s  d e f i n e d ,  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  l a t t i c e  

i s  d e s c r i b e d ,  n o t a t L o n  i s  e s t a j l i s h e d  a l o n g  l i n e s  s i m i l a r  t o  M. Lees 

[ 8 ] ,  a n d  a  number o f  m i n o r  lemmas d e a l i n g  v i t h  f i n i t e  d i f f e r e n c e s  a r e  

e s t a b l i s h e d  f o r  u s e  i n  l a t e r  m a j o r  lemmas and t h e o r e m s .  Most i m p o r t a n t ,  

h e r e  t h e  norm o f  a v e c t o r  d e f i n e d  on t h e  l a t t i c e  i s  d e f i n e d  a s  t h e  

d i s c r e t e  L n o r n .  T h i s  norm i s  u s e d  t h r o u g h o u t  t h e  p a p e r .  S t a b i l i t y  
2 

a n d  c o n v e r g e n c e  mus t  b e  u n d e r s t o o d  i n  t h e  s e n s e  o f  t h i s  norm. Con- 

t i n u o u s  a n a l o g u e s  o f  t h e  a n a l y s i s  a r e  g i v e n  b y  R .  Cou ran t  [ 3 ] .  

S e c t i o n  2 o u t l i n e s  t h e  g e n e r a l  p r o p e r t i e s  r e q u i r e d  o f  t h e  e x a c t  

s o l u t i o n  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  and t h e  p r o p e r t i e s  r e q u i r e d  o f  

t h e  c o e f f i c i e n t  m a t r i c e s  and  t h e  inhomogeneous t e r m .  S u b s e c t i o n  2 . 1  

d e a l s  v i t h  t h e  c a s e  o f  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t  m a t r i c e s  and homogeneous 

e q i a t i o n s .  Theorem 1 p r o v e s  t h a t  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  scheme f o r  t h i s  

s p e c i a l  c a s e  s a t i s f i e s ,  u n c o n d i t i o n a l l y ,  t h e  Von Neumann n e c e s s a r y  

c o n d i t i o n s  f o r  s t a b i l i t y  [ g ] .  I n  t h e  symmet r ic  c a s e  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  

f o r  unconditional s t a b i l i t y  a r e  s a t i s f i e d  [ l o ] ,  By u n c o n d i t i o n a l  s t a b i l i i  

w e  mean t h a t  t h e r e  a r e  no r e s t r i c t i o n s  on t h e  mesh r a t i o s ,  I . e . ,  

C o u r a n t - F r i e d r i c h s - L e v y  c o n d i t i o n s  a r e  n o t  r e q u i r e d  [ I ] .  T h i s  s u b s e c t i o n  



a f f o r d s  a h e u r i s t i c  b a s i s  f o r  c o n j e c t u r i n g  t h e  u n c o n d i t i o n a l  s t a b i l i t y  

i n  t h e  more g e n e r a l  c a s e  py c o n s i d e r i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  t o  b e  . 

" l o c a l l y  c o n s t a n t " .  S u b s e c t i o n  2 .2  b e g i n s  b y  e s t a b l i s h i n g  t h e  

main  lemma, w h i c h  i s  e s s e n t i a l l y  t h e  d i s c r e t e  a n a l o g u e  o f  i n t e -  

g r a t i o n  b y  p a r t s  f o r  c e n t e r e d  d i f f e r e n c e s .  The s e c t i o n  c o n t i n u e s  

w i t h  Theorem 2 wh ich  e s t a b l i s h e s  one  o f  t h e  c e n t r a l  i n e q u a l i t i e s ,  

t h e  s o - c a l l e d  " e n e r g y  i n e q u a l i t y " ,  which  i s  t h e  h e a r t  of  any a n a l y s i s  

c o n c e r n i n g  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  b y  

f i n i t e  d i f f e r e n c e  m e t h o d s .  Theorem 3 i s  a n o t h e r  " ene rgy  i n e q u a l i t y " ,  

b u t  d e a l i n g  w i t h  c e n t e r e d  d i f f e r e n c e s  o f  t h e  f i n i t e - d i f f e r e n c e  

s o l u t i o n .  Theorem 2 i m m e d i a t e l y  e s t a b l i s h e s  t h e  u n c o n d i t i o n a l  

s t a b i l i t y  o f  t h e  l i n e a r  o p e r a t o r  L A  i n  t h e  d i s c r e t e  L2 norm. It  

- i s  t o  b e  n o t e d  t h a t  Theorems 2 and  3 r e q u i r e  no r e s t r i c t i o n  on t h e  

s i z e  o f  t h e  domain o f  s o l u t i o n ,  

Backg round  r e a d i n g s  f o r  t h i s  s t u d y  a r e  a l s o  o b t a i n e d  i n  

P e f e r e n c e s  [ 2 ] ,  [ b ] ,  [ 5 ] ,  and  [ 7 ] .  T h e s e  p a p e r s  s h o u l d  c o n t a i n  

s u f f i c i e n t  s e c o n d a r y  r e f e r e n c e s  t o  a c q u a i n t  t h e  r e a d e r  w i t h  t h e  

s c o p e  o f  t h i s  work .  E s p e c i a l l y  v a l u a b l e  a r e  r e f e r e n c e s  [ 6 1  and  [ 8 1  

a f t e r  w h i c h  much o f  t h i s  p a p e r  i s  m o d e l l e d .  

We w i s h  t o  e x p r e s s  o u r  a p p r e c i a t i o n  and  t h a n k s  t o  P r o f e s s o r  

H. B. K e l l e r  f o r  t h e  e n c o u r a g e m e n t ,  d i r e c t i o n  and a d v i c e  h e  e x t e n d e d  

In t h e  c o u r s e  o f  t h e  r e s e a r c h  and p r e p a r a t i o n  o f  t h i s  p a p e r .  
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a f f o r d s  a h e u r i s t i c  b a s i s  f o r  c o n j e c t u r i n g  t h e  u n c o n d i t i o n a l  s t a b i l i t y  

i n  t h e  more g e n e r a l  c a s e  by c o n s i d e r i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  t o  b e  . 

" l o c a l l y  c o n s t a n t t ' .  S u b s e c t i o n  2 . 2  b e g i n s  b y  e s t a b l i s h i n g  t h e  

main  lemma, w h i c h  i s  e s s e n t i a l l y  t h e  d i s c r e t e  a n a l o g u e  o f  i n t e -  

g r a t i o n  b y  p a r t s  f o r  c e n t e r e d  d i f f e r e n c e s .  The s e c t i o n  c o n t i n u e s  

w i t h  Theorem 2  wh ich  e s t a b l i s h e s  one  o f  t h e  c e n t r a l  i n e q u a l i t i e s ,  

t h e  s o - c a l l e d  " e n e r g y  i n e q u a l i t y " ,  which  i s  t h e  h e a r t  o f  any  a n a l y s i s  

c o n c e r n i n g  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  p a r t i a l  differential e q u a t i o n s  b y  

f i n i t e  d i f f e r e n c e  me thods .  Theorem 3 i s  a n o t h e r  " ene rgy  i n e q u a l i t y " ,  

b u t  d e a l i n g  w i th  c e n t e r e d  d i f f e r e n c e s  o f  t h e  f i n i t e - d i f f e r e n c e  

s o l u t i o n .  Theorem 2 i m m e d i a t e l y  e s t a b l i s h e s  t h e  u n c o n d i t i o n a l  

s t a b i l i t y  o f  t h e  17-near  o p e r a t o r  L A  i n  t h e  d i s c r e t e  L norm. It 
2 

- i s  t o  b e  n o t e d  t h a t  Theorems 2  and  3 r e q u i r e  no r e s t r i c t i o n  on t h e  

s i z e  o f  t h e  domain o f  s o l u t i o n .  

Backg round  r e a d i n g s  f o r  t h i s  s t u d y  a r e  a l s o  o b t a i n e d  i n  

F e f e r e n c e s  [ 2 ] ,  [ b ] ,  [ 5 ] ,  and  [ ? I .  These  p a p e r s  s h o u l d  c o n t a i n  

s u f f i c i e n t  s e c o n d a r y  r e f e r e n c e s  t o  a c q u a i n t  t h e  r e a d e r  w i t h  t h e  

s c o p e  o f  t h i s  work .  E s p e c i a l l y  v a l u a b l e  a r e  r e f e r e n c e s  [ 6 ]  and  [ 8 1  

a f t e r  w h i c h  much o f  t h i s  p a p e r  i s  m o d e l l e d .  

We w i s h  t o  e x p r e s s  o u r  a p p r e c i a t i o n  end  t h a n k s  t o  P r o f e s s o r  

H, B .  K e l l e r  f o r  t h e  e n c o u r a g e m e n t ,  d i r e c t i o n  an6  a d v i c e  h e  e x t e n d e d  

i n  t h e  c o u r s e  o f  t h e  r e s e a r c h  and  p r e p a r a t i o n  o f  t h i s  p a p e r .  



1. PRELIMINARIES 

I n  t h i s  p a p e r  a l l  f i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s ,  o p e r a t o r s  

and  f u n c t i o n s  a r e  d e f i n e d  on a  l a t t i c e ,  L ,  w i t h  mesh w i d t h  hQ 

( a )  i n  t h e  c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n  x , R = l ,  " 9 N 8  L c o h s i s t s  o f  

t h e  p o i n t s  o f  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  c o o r d i n a t e  l i n e s ,  

= i h R  ; i = 0 ,  t1, '2, ... 3 a n d ,  

k i s  t h e  mesh w i d t h  i n  t h e  c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n  t .  

F o r  f u n c t i o n s  d e f i n e d  on l a t t i c e  L we employ t h e  f o l l o w -  - 

i n g  n o t a t i o n .  Where t h e r e  i s  no c h a n c e  o f  m i s u n d e r s t a n d i n g  

( 1 )  .. . we w r i t e  x f o r  t h e  v e c t o r  a rgument  ( x  , , x(~)). Where 

no a rgumen t  o f  a  f u n c t i o n  i s  w r i t t e n ,  t h e  a rgument  ( x , t )  i s  

u n d e r s t o o d .  

LPB <A, B> r e p r e s e n t  t h e  u s u a l  s c a l a r  p r o d u c t  o f  two 

v e c t o r s  A a n d  B :  A z B ( ~ ) .  We d e f i n e :  

Z A =  S Z * * *  Z A, and  s e t  
rr X ( 1 )  , ( 2 )  X ( N  1 

We now d e f i n e  t h e  norm o f  a v e c t o r  A d e f i n e d  on L a t  

t i m e  l i n e  t a s :  

X 

L e t  A b e  a n y  s c a l a r  o r  v e c t o r  f u n c t i o n  d e f i n e d  on L .  Then 

o n e  o f  t w o  p r o p e r t i e s  w i l l  b e  assumed t o  h o l d :  



( a )  A ( t )  i s  i d e n t i c a l l y  z e r o  o u t s i d e  some bounded 

r e g i o n  L f o r  a,ny f i x e d  v a l u e  o f  t ,  and  t h e  

summat ion ,  f , e x t e n d s  o n l y  o v e r  L. 
X 

(b) A ( t )  i s  p e r i o d i c  i n  e a c h  d i r e c t i o n  x"), and  t h e  

summat ion ,  5 ,  e x t e n d s  o n l y  o v e r  one p e r i o d  i n  
X 

e a c h  d i r e c t i o n ,  x  (Q) 

T h i s  a s s u m p t i o n  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  by t h e  euphemism, 

l! s a t i s f y i n g  s u i t a b l e  bounda ry  c o n d i t i o n s " .  

+h W e  d e f i n e  t h e  s h i f t  o p e r a t o r  T - R :  

( 1 )  . * .  ( 1 . 2 )  ( T ' ~ ! L  A = A (x , X ( % - I )  x ( a )  f h Q , x  (&+I ) Y . . . , dN! t). 

A = A ( x ,  t+k) 

I n  t e r m s  of  t h e  s h i f t  o p e r a t o r  t h e  d i f f e r e n c e  q u o t i e n t s  

o f  A a r e :  

-1 
(1.3') A ~ ( L )  = hg [ T ~ Q  A - A ] ,  t h e  f o r v a r d  d i f f e r e n c e  q u o t i e n t  ; 

( 1 . 5 )  = + A ) ,  t h e  c e n t e r e d  d i f f e r e n c e  q u o t i e n t .  
X X 

,. 
We d e f i n e  t h e  t i m e - a v e r a g e ,  A ,  a.s: 

LEMMA 1. F o r  any  v e c t o r  f u n c t i o n ,  A d e f i n e d  on L ,  

PROOF: F o r  e a c h  component A ( "  of v e c t o r  A it f o l l o w s  f rom 
I 

f 1 . 4 )  a n d  ( 1 . 6 )  % h a t :  
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U s a t i s f i e s  s u i t a b l e  bounda ry  c o n d i t i o n s ,  a s  d e s c r i b e d  i n  

7 S e c t i o n  1 c f o l l o w i n g  (1 .ljj, a b o v e .  

The f i n i t e  d i f f e r e n c e  e q u a t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  ( 2 . 0 1 ) ,  

t h a t  we w i s h  t o  c o n s i d e r  a r e :  
*T 

1'4 
A 

A 

( 2 . 0 2 )  LA ( u )  u  + >z 
U n ( a )  

+ B u = O ,  
t' R = l  x 

s u b g e c t  t o  I r i i t T s l  c p n d i t i o n s  u.!x,O] = gCx) ,  The a rgumen t s  o f  

( e a c h  e l e m e n t  o f )  A and B  a r e  ( x ,  t -  5)  , t o  c e n t e r  t h e  scheme 

p r o p e r l y .  W e  f u r t h e r  r e q u i r e  t h a t  e ach  e l emen t  of  t h e  m a t r i c e s  

A( ' ) ,  s a t i s f y  a L i p s c h i t z  c o n d i t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  e a c h  o f  i t s  

( a  ... a r g u m e n t s  x  , i. e . ,  t h e r e  e x i s t  non -nega t i ve  numbers ,  el, 6, 

s u c h  t h a t  f o r  any  x l ,  x  i n  L :  
2  

The z a t r i x  norm u s e d  h e r e  i s  t h e  n a t u r a l  norm i n d u c e d  

b y  t h e  i n n e r  p r o d u c t .  D e f i n e d  i n  S e c t i o n  1, i . e . ,  i f  A i s  a  

m a t r i x  a n d  3 a r e  t e s t  v e c t o r s :  

- - 

I A ~  e I A B I  I L.U.B. 
I B I = l  < B  ,B>=1 

C A B ,  ABL 

We r e q u i r e  a l s o  t h a t  t h e  m a t r i x  B h a v e ,  a bound B o  s u c h  

t h a t  1 ~ B I  1 .  5 6,. 

2 . 1  VON NEUMANN STABILITY ANALYSIS 

A s  a m o t i v a t i n g  a n a l y s i s  f o r  t h e  succeeding s e c t i o n s  we 

now show t h a t  L ( u ) ,  as d e f i n e d  i n  ( 2 . 0 2 )  w i t h  B=O and A ( a )  
. 4  

m a t r i c e s  w i t h  c o n s t a n t  c o e f f i c i e n t s  i s  u n c o n d i t i n n a l l y  s t a b l e .  

THEOREM 1: Given  t h e  f i n i t e  d i f f e r e n c e  . e q u a t i o n s :  

( 2 . 1 0 )  
N 

u +  A Te) 
u' ( 8  1 = 0 s a t i s f g i - n g  s Q i t a b l e  bouridary 'con- 

t' R = l  , . X 

d i t i o n s ,  w i t h  A"! b e i n g  c o n s t a n t  m a t r i c e s ,  s u c h  t h a t  ( 2 . 0 1 )  - .- - -. . .- - -: 
-- 

H B R M  
UnlVERSlTT OF nm mgK 
fit STOlT BEOOa 
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2.2 T,HE ENERGY INEQUALITIES 
I 
I 

L ~ M M A  3. ( ~ a i n  Lemma). Fo r  a n y  symmetr ic  m a t r i x  A ,  d e f i n e d  

oh  L a n d  a n y  v e c t o r  B d e f i n e d  on L and s a t i s f y i n g  s u i t a b l e  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s :  
i 

PROOF:  We h a v e ,  

' < B y  A B ( a ) >  = < A  B ,  B ( a ) > ,  s i n c e  A i s  symmet r ic ;  
i X X 

From t h e  symmetry o f  A it f o l l o w s  t h a t  A2 i s  symmetr ic ,  and  

h e n c e  : 

Now, a p p l y i n g  t h e  summation,  H 2 t o  ( 2 . 2 1 )  and u s i n g  ( 1 . 1 4 )  
X 

and  t h e  f a c t  t h a t  H 5 < B ,  AB> = 0 ,  s i n c e  B s a t i s f i e s  
X X 

s u i t a b l e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ;  we h a v e :  

( 2 .221  R '2 ['B,, A S  + < A )  = - ' C T - ~ L  B Y  A - { a )  B > s  

X X X X. X 

But  t h e  t e r m  o n  t h e  l e f t  s i d e  o f  ( 2 . 2 2 )  i s  2H < B ,  AB, ( a )> ,  
X X 

whence o u r  Lemma i s  p r o v e d .  



THEOREM 2 :  ( ~ n e ~ g y  I n e q u a l i t y  1 )  

L e t  u  b e  a  v e c t o r  d e f i n e d  on L and s a t i s f y i n g  s u i t a b l e  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s .  Then t h e r e  e x i s t s  c o n s t a n t s  C and C1, 
0 

d e p e n d i n g  o n l y  on T  and t h e  bounds  * *  
0 ' , B N  such  t h a t ,  f o r  

s u f f i c i e n t l y  s m a l l  k :  

PROOF: We h a v e  ( s e e  2 . 0 2 ) :  . - 

A 

By t a k i n g  t h e  f n n e r  p r o d u c t  o f  e a c h  s i d e  o f  t h i s  e q u a t i o n  w i t h  u 

and  summing w i t h  kH 5 , we h a v e :  
X 

But f rom Lemma 2 ,  w i t h  A+ u, B + L A  ( u ) ,  we have :  

From Lemma 1, w i t h  A+u, we have  : 

Now f o r  e a c h  v a l u e  o f  R ,  R = l ,  * ' , N we a p p l y  Lemma 3 w i t h ,  

A ~ A . ( ' ) ,  B+; a n &  f i n d :  

8 
( 2 . 2 6 )  k~ .c=, < . .::- ( E ) ;  

N 
XU , - ( a )  2 - -.-- (T-h~iy A- ( a ) u / .  

( a )  - 1  

x R = l  x x R = l  L 

A p p l y i n g  Lenma 2  t o  t h e  r i g h t  hand  s i d e  o f  ( 2 . 2 6 )  w i t h ,  

- 
A->T ha; and  B:>A ( a )  - . 

. - ( a )  u :  
X 
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